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”To not know mathematics is a severe limitation to understanding the
world!” - Richard Feynman

Premessa

Tale articolo riassume brevemente alcuni concetti chiave della geometria sfe-
rica e non puo essere, quindi, sostituito allo studio di uno specifico libro di
testo.

A chi e interessato all’applicazione di tali concetti nell’ambito architetto-
nico e delle arti figurative consiglio il libro Una via di fuga di Piergiorgio
Odifreddi.

1 Introduzione

La geometria con la quale siamo abituati a confrontarci quotidianamente
¢ la geometria Euclidea, ossia la geometria basata sui postulati di Fuclide.
Quando alcuni di tali postulati vengono negati o non accettati, la geometria
che ne scaturisce e detta non Fuclidea

2 Una geometria non Euclidea

La geometria sferica nasce dalla negazione del V postulato di Euclide:

Se una retta taglia altre due rette determinando dallo stesso lato angoli
interni la cui somma ¢ minore di quella di due angoli retti, prolungando
indefinitamente le due rette, esse si incontreranno dalla parte dove la
somma dei due angoli € minore di due angoli retti.

Se ad alcuni di voi tale postulato non e familiare lo sara sicuramento una
sua diversa formulazione, nota come assioma di Playfair:

Dati una qualsiasi retta v re un punto P non appartenente a essa, é
possibile tracciare per P una e una sola retta parallela alla retta r data.



Neghiamo, dunque, tale postulato e consideriamo un sistema geometrico in
cui non esistono rette parallele. Da cio deriva, ad esempio, che tutte le rette
passanti per un punto esterno a una retta, incontrano questa stessa retta.
Per quanto detto, all’assioma della geometria “per un punto esterno a una
retta passa sempre una retta parallela alla prima”, dobbiamo sostituire: ”due
rette qualsiasi di un piano hanno sempre un punto in comune”. Ma veniamo
al titolo dell’articolo e consideriamo dunque la geometria sferica.

3 La geometria sferica

L’insieme dei punti del piano e suddiviso in coppie di punti tali che ogni
punto appartiene a una e una sola coppia e i punti di ciscuna coppia sono
distinti.

Per due punti che appartengono a coppie distinte passa una e una sola retta,
mentre per i due punti appartenenti a una coppia passano piu rette. I punti
appartenenti a una stessa coppia si definiscono antipodali.

Le rette, che sono linee chiuse, vengono divise dai punti antipodali in due
parti congruenti. Inoltre, se una retta passa per un punto, allora passa an-
che per il suo antipodale.

Dati due punti antipodali, per essi passano infinite rette che ricoprono l'in-
tero piano. Le rette, inoltre, sono tutte congruenti.

Se si considerano tutti i segmenti che uniscono due punti antipodali, i loro
punti medi formano una retta che e perpendicolare a tutte le rette che con-
tengono i segmenti in questione. Viceversa, tutte le rette perpendicolari a
una stessa retta passano per due antipodi.

3.1 Le coordinate intrinseche

Cosl come nell’abituale piano cartesiano siamo abituati a rappresentare i
punti attraverso 1'utilizzo delle due coordinate x e y (rispettivamente, 1’ascis-
sa e l'ordinata), quando parliamo di geometria sferica sul piano utilizziamo
le due coordinate angolari a e B (dette, rispettivamente, longitudine e lati-
tudine). Tali coordinate vengono dette coordinate intrinseche (appellativo
”intrinseche” sara chiarito el prossimo paragrafo).



4 Modellizziamo la geometria sferica

Assimilare i concetti sopra enunciati potrebbe risultare ostico: siamo abitua-
ti a pensare in maniera euclidea: conosciamo le rette come enti di lunghezza
infinita e data una retta e un punto esterno ad essa sappiamo, come ci han-
no insegnato a scuola, tracciare una seconda retta passante per il punto e
parallela alla retta data. Eppure la geometria non euclidea la abbiamo da-
vanti agli occhi tutti i giorni, anzi ci viviamo sopra. La geometria sferica, e
gia il nome poteva farvelo intuire, puo essere interpretata in modo euclideo
come il sistema geometrico che descrive la superficie di una sfera. I concetti
primitivi esposti nel paragrafo precedente possono allora essere pensati nel
modo seguente:

1. piano sferico = superficie della sfera euclidea;

2. punti antipodali = punti diametralmente opposti sulla superficie sfe-
rica;

3. retta= circonferenza massima sulla superficie sferica, cioe la circonfe-
renza ottenuta tramite I'intersezione di un piano passante per il centro
della sfera con la sua superfcie;

4. congruenza tra segmenti = congruenza tra archi di circonferenza;

5. angolo tra rette = angolo diedro tra i due piani che tagliano la sfera
secondo le due rette.

Alla luce di quanto detto, i concetti del precedente paragrafo diventano

evidenti (almeno spero). Rileggiamoli e reinterpretiamoli considerando la
modellizzazione appena introdotta: presi due punti antipodali, per essi pas-
sano infinite rette tra loro parallele (tutti i cerchi massimi), e per due punti
appartenenti a coppie distinte passa una e una sola retta (& noto che per tre
punti passa una e una sola circonferenza; il terzo punto si ha perche ogni
retta, che ¢ una circonferenza massima, passa anche per il suo antipodale).
Le rette sono le circonferenze massime che sono chiuse, e ogni circonferenza
massima viene divisa dai punti antipodali in due semicirconferenze congruen-
ti (tali semicirconferenze possono essere assimilate ai meridiani terrestri).
In una sfera i cerchi massimi hanno tutti la stessa lunghezza e se si conside-
rano tutti i cerchi massimi passanti per una coppia antipodale, i loro punti
medi sono uniti da un altro cerchio massimo (si pensi all’equatore terreste
che divide i meridiani) passante per i rispettivi antipodi.
A questo punto e naturale indicare la lunghezza delle rette con 2wk e [’area
del piano con 4mk?, di modo che queste formule coincidano con la lunghezza
della circonferenza e ’area della sfera nel momento in cui a k si sostituisce
il raggio 7.
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Figura 1: Modello di geometria sferica

4.1 Le coordinate ”estrinseche”

Avendo inserito la sfera nello spazio euclideo possiamo individuare un punto
sulla sua superficie utilizzando le ben note coordinate sferiche:

x = rsin(¢)cos(d)
y = rsin(¢)sin(0) (1)
z = rcos(o)

5 Sul concetto di geodetica

Storicamente, il termine geodetica era utilizzato per indicare il cammino piu
breve che congiungeva due punti sulla superficie terrestre.

Matematicamente parlando, una geodetica ¢ una curva che descrive il cam-
mino piu breve tra due punti in un dato spazio, cioe dati due punti dello
spazio, la linea di minima lunghezza che li unisce si trova su una geodetica.



Se consideriamo un piano ordinario dello spazio euclideo, la geodetica corri-
sponde alla retta (& chiaro (spero) che il cammino piu breve che unisce due
punti in un piano ¢ il segmento di retta tra i due punti). Ma allora, secon-
do la modellizzazione del paragrafo precedente, nell’ambito della geometria
sferica, le geodetiche sono le circonferenze massime e la linea di minima
lunghezza tra due punti € un arco della circonferenza massima.

6 Calcoliamo sulla sfera

Vediamo ora qualche formula utile per risolvere gli esercizi in geometria
sferica.
6.1 Distanze sulla sfera

Dati due punti B e C sul cerchio massimo della sfera di raggio r, la distanza
tra i due punti e data da

dB,C)=r-« (2)

dove «a, che va espresso in radianti, ¢ dato da
a = arccos((AB, AC)),

con AB e AC indicano i raggi vettori che vanno dal centro A della sfera,
assunta con raggio unitario, ai punti B e C e il simbolo (, ) indica il prodotto
scalare.

6.2 I triangoli sulla sfera

A scuola abbiamo imparato che la somma degli angoli interni di un triangolo
vale 180°. Questo perche a scuola ci hanno insegnato la geometria euclidea.
Sulla sfera la somma degli angoli interni di un triangolo e superiore a 180°.
Dato, sulla sfera di raggio r, un triangolo T di angoli «, 3,, 'area di tale
triangolo ¢ data da

A=r* (a+B+vy—m) (3)

dove la quantita « + 5+« — 7w viene detta eccesso angolare.



Il fuso sferico

I fuso sferico ¢ la parte di superficie sfericha compresa tra due circonferenze
massime aventi lo stesso diametro. Considerando una sfera di raggio r, ’area
di un suo fuso & data da

S=2-12.q, (4)

essendo « I'angolo del fuso espresso in radianti.
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Figura 2: Fuso sferico

Il teorema di pitagora

Consideriamo la sfera di raggio r. Se ABC' & un triangolo sferico retto in A,
indicando con a l'ipotenusa, e con b e ¢ i cateti, I'usuale teorema di Pitagore
puo essere scritto nella forma

cos(a/r) = cos(b/r) * cos(c/r) (5)

I poligoni sulla sfera

Se sulla sfera di raggio r ¢ dato un poligono sferico di n lati, la sua area e
data da

A=r* (g +as+ - +ay— (n—2)7). (6)



Confrontando questa formula con quella data per I’area del triangolo sferico,
¢ evidente che cio che si € fatto € stato dividere in poligono sferio in triangoli
e sommare le aree di questi triangoli

Dato un poligono sferico convesso con V' vertisi, S spigoli e F facce, vale la
seguente identita:

V-S+F=2 (7)

nota come formula di Eulero.



